Les nombres « gelés » d” Antoine de Saint-Exupéry

Antoine de Saint-Exupéry disparut le 31 juillet 1944. Quelques jours avant, le 15
juillet, il posa le probléme suivant a son ami le capitaine Max Gelée.

Un parallélipipede rectangle dont la hauteur est égale a la diagonale du rectangle de
base est exactement constitué par des dés cubiques de 1 cm de c6té. La surface du
rectangle de base est égale au produit de 311 850 par un nombre premier inconnu.
Calculer la hauteur du parallélipipede.

Que le parallélipipede rectangle soit exactement constitué par des dés cubiques
revient a dire que les cotés a, b, ¢ du parallélipipéde sont entiers (naturels positifs
et non nuls).
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ab = 3450 x P

La surface du rectangle de base est égale au produit de 311850 par un nombre pre-
mier p inconnu, revient a dire que p X % = 3% x 52 x 7 x 11 x p est un nombre
congruent et que les cotés d’un triangle rationnel correspondant sont entiers.

Remarque Une condition nécessaire est donc qu’il existe un nombre congruent
D =7 x 11 x p avec p premier. En consultant une liste de nombres congruents,
on montre que les valeurs de p pour lesquelles 77p est congruent, sans facteurs
carrés sont 2,3,17,19,37,41,43,59,67,71,73,79,83,89,97,107,109, ... Mais
cette liste est inutile, seul 2 convient comme on va le voir.

Montrons que p = 2. Lorsque (a, b, ¢) sont les cotés entiers d’un triangle rectangle,
il existe deux entiers r et ¢ tels que 1’on ait, a2 une permutation pres des cotés,
a=2rt,b=1r2—t2etc=1r2+t2.

D’oli a x b = 2rt(r? — t?) ce qui donne rt(r? — t2) = 3* x 52 x 7 x 11 x p.

Si le nombre premier p est différent de 2, alors r, t, 7> — ¢ sont impairs, ce qui est
absurde car r, t impairs entraine 7> — ¢2 pair.

On en conclut que p est égal a 2.

Comme 2 x 77 = 154 est congruent, nous savons que 311850 est congruent et



donc que ab = 2 x 311850 = 22 x 3% x 52 x 7 x 11.

Il y a des solutions rationnelles, certaines sont peut-€tre entieres.

Si I’on connait tous les triangles rectangles a cotés entiers, d’aire 2 x 311850, le
probléme est terminé, sinon un trés simple programme (langage bc) va nous les
chercher. Vous n’aurez aucun mal a adapter ce programme a un autre langage que
be.

Pour cela on parcourt la moitié des 3 x 5 x 3 x 2 x 2 = 180 diviseurs de 623700
pour obtenir les deux solutions suivantes

1)a ="756,b=825,c=1119et2) a = 540,b = 1155, c = 1275.

define tri() {
auto i, j, k, 1, m, a0, al, a2, a3, a4, p, u, a, b, c, x;
a0=1;
for (i=0; i<=1; i++) {

al=1;
for (3=0; Jj<=4; Jj++) {
az=1;
for (k=0; k<=2; k++) {
a3=1;
for (1=0; 1l<= 1; 1++) {
a4=1;
for (m=0; m<=1; m++) {
scale=0
x = alxalxa2*a3~*a4;
b = 311850/x%;
a = 2+*x;
c = sgrt (axatbxb);
if(c%1l == 0 && axatbxb-cxc==0) {
prlnt a, n ll,b, n ",C, "\nll;
}
ad x= 11;
}
a3 x=7;
}
a2 *= 5;
}
al = 3;
}
a0 x= 2;
}
}
t=tri();
quit;
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